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методы решения одномерной  
радиальной задачи теплопередачи 
в окружающие скважину мерзлые породы*
soLution methods oF one-dimensionaL 
radiaL ProbLem oF heat transFer in the PermaFrost 
Formations surrounding a WeLL
аННОТаЦИЯ. Статья посвящена методам решения одномерной радиальной 
задачи теплопередачи в окружающие скважину многолетнемерзлые породы (ММП). 
Приведена математическая модель указанной задачи, для ее решения рассмотре-
ны четыре численных метода: метод энтальпий с использованием явной схемы, 
метод ловли фронта в узел сетки с использованием неявной схемы, метод ловли 
фронта в узел сетки с использованием шеститочечной симметричной схемы, 
и квазистационарный подход. Получено автомодельное решение, позволяющее 
рассчитывать радиус протаивания в ММП и используемое для оценки вышепри-
веденных численных методов (в статье приведено сравнение автомодельного 
решения и результатов расчетов радиуса протаивания по методу энтальпий). 
Также представлен сравнительный анализ численных решений рассматриваемой 
задачи теплопередачи в ММП с использованием различных численных методов. 
Итогами работы являются построенное автомодельное решение для радиальной 
задачи Стефана и выбор наиболее предпочтительного численного метода, обе-
спечивающего высокую точность и наибольшую среди рассмотренных методов 
скорость расчетов радиуса протаивания и распределения температуры в окру-
жающих скважину мерзлых породах.
SUMMARY. The article tells about the solution methods of one-dimensional 
radial problem of heat transfer in the permafrost formations surrounding a well. 
The mathematical model of this problem is given. To solve the problem, four numerical 
methods are considered: enthalpy method with explicit scheme, method of catching 
the front in a mesh point with implicit scheme, method of catching the front in a mesh 
point using six-point symmetric scheme and quasi-steady approach. A self-similar solution 
enabling calculation of the thawing radius in permafrost formations is obtained and 
used to assess the use of numerical methods (the comparison of the results of self-similar 
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solutions and the results of calculations of the thawing radius by enthalpy method 
is presented in the article). It is also presented the comparative analysis of numerical 
solutions of the problem of heat transfer in permafrost formations using different 
numerical methods. The results of the work are the self-similar solution for the radial 
Stefan problem and the preferred choice of a numerical method, which provides high 
accuracy and the highest rate of calculating the radius of thawing and temperature 
distribution in the permafrost formations surrounding a well.
Ключевые СлОва. Теплопередача, мерзлые породы, задача Стефана, авто-
модельное решение, численные методы.
KeY wORdS. Heat transfer, permafrost formations, Stefan problem, self-similar 
solution, numerical methods.
Ряд месторождений нефти и газа находится в районах вечной мерзлоты. 
Чтобы правильно моделировать течение флюида в скважинах таких месторож-
дений, необходимо рассматривать теплообмен с окружающими мерзлыми по-
родами с учетом их протаивания [1]. Существует большое количество численных 
методов для решения подобных задач [2-4], в связи с чем возникает необхо-
димость выбора наиболее приемлемого из них, который обеспечивал бы высо-
кую точность расчетов, при этом не требуя большого количества расчетного 
времени.
Математическая модель. При математическом описании закономерностей 
движения фронта фазового перехода в многолетних мерзлых породах (ММП) 
примем следующие допущения: породы, окружающие скважину, однородны и 
изотропны; плотность мерзлой породы равна плотности талой; при движении 
фронта фазовых переходов в ММП не происходит массопереноса жидких 
флюидов. Также необходимо отметить, что температурные поля в системе «сква-
жина — окружающая порода» в общем случае нестационарны. Однако выпол-
ненные оценки [5] показывают, что при характерных для скважинных потоков 
темпах изменения температурных полей влияние их нестационарности на ко-
эффициент теплоотдачи несущественно, поэтому в интервале от потока до 
внешней границы скважины рассматриваем квазистационарное распределение 
температуры. При сделанных допущениях уравнения теплопроводности в талой 
(1) и мерзлой (2) зонах, начальные и граничные условия (3), (5), (6), а также 
закон движения границы раздела талой и мерзлой пород (4) могут быть запи-
саны в виде [4], [6], [7]:
                   (1)
                   (2)
                      (3)
                 (4)
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                                 (5)
                                (6)
Здесь t, r — временная и радиальная координаты; Ti , χi и λi (i = th, fr) — 
температура, коэффициенты температуропроводности и теплопроводности в та-
лой и мерзлой зонах, соответственно; Rc и Rth — внешний радиус скважины 
и радиус протаивания в ММП; α — коэффициент теплопередачи на единицу 
длины скважины от скважинного потока к окружающей породе; Tfl, T0 — тем-
пература потока в скважине и температура на границе скважины с породой, 
ρ — плотность породы; Sw — льдосодержание мерзлой породы; L — удельная 
теплота таяния льда; Tgeo — начальная температура породы.
Коэффициент теплопередачи на единицу длины скважины от скважинного 
потока к окружающей породе определяется следующим образом [8], [9]:
где R0 — внутренний радиус насосно-компрессорных труб; Nu — число Нус-
сельта для скважинного потока; λ — коэффициент теплопроводности флюида, 
текущего в стволе скважины; β — коэффициент теплопередачи через систему 
труб скважины. Формула для расчета коэффициента теплопередачи от потока 
к стенке скважины (βw) зависит от режима течения в скважине, здесь приведе-
на формула для пузырькового режима течения.
Для решения поставленной задачи были выбраны четыре численных мето-
да: метод энтальпий с использованием явной схемы (в дальнейшем назовем его 
метод 1) [2], метод ловли фронта в узел сетки с использованием неявной схемы 
(метод 2) [2, 3], метод ловли фронта в узел сетки с использованием шестито-
чечной симметричной схемы (метод 3) [2, 3] и квазистационарный подход 
(метод 4).
При квазистационарном подходе делается дополнительное допущение о том, 
что в талой зоне, вследствие ее малой протяженности и длительного времени 
протаивания, можно использовать стационарное уравнение теплопроводности. 
Уравнения, описывающие внешнюю тепловую задачу, запишутся в виде:
                       (7)
               (8)
                   (9)
Здесь (7) — стационарное распределение температуры в талой зоне; (8) — 
стационарное распределение температуры в малой части начала мерзлой зоны 
(длина интервала, в котором используется это уравнение, ≤ Δr ; J — индекс 
первого узла сетки после радиуса протаивания); (9) — уравнение теплопрово-
дности в мерзлой зоне. Остальные уравнения аналогичны уравнениям (3)-(6).
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Результаты расчетов. На основе представленной математической моде-
ли были построены алгоритмы, разработана программа и проведена серия рас-
четов. Расчеты, если не отмечено дополнительно, проводились при следующих 
значениях параметров: Tfl = 25 °C; α = 10 Вт/(м·°C); Rc = 0,125 м; Tgeo = -2 °C; 
ρ = 2000 кг/м3; Sw = 0,2; cfr = 1000 Дж/(кг·°C); cth = 1380 Дж/(кг·°C); λfr = 1,85 Вт/
(м·°C); λth = 1,64 Вт/(м·°C); L = 330000 Дж/кг; r = 70 м; t = 1 год; Δr = 0,01 м; 
Δt = 50 с (для явной схемы); Δt = 14400 с (для квазистационарного подхода).
Для скважины бесконечно малого радиуса, проходящей сквозь толщу ММП, 
известно автомодельное решение радиальной задачи Стефана [6], [10]. Рассмо-
трим это решение для ММП, окружающих скважину конечного радиуса Rс. 
В подъемной колонне скважины находится флюид с температурой Θ, зависящей 
от времени. Теплоотдача от скважины в мерзлые породы характеризуется коэф-
фициентом α. Тогда может быть выписано следующее автомодельное решение:
    (10)
    (11)
Здесь (10) — соответствует прогреву мерзлой породы (до протаивания); 
(11) — при протаивании.
Представленное решение позволяет находить не постоянное значение 
температуры потока в скважине, а распределение этой температуры во времени 
, которому соответствует некоторый радиус протаивания Rth за время t, 
определяющие постоянную ξth (рис. 1).
Рис. 1. Распределение температуры потока в скважине, 
полученное с помощью автомодельного решения, t = 10 лет
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При расчете методом энтальпий с использованием явной схемы мы задаем 
постоянную температуру потока в скважине и получаем соответствующий ей 
радиус протаивания, в связи с этим для сравнения необходимо обеспечить такой 
же порядок действий и при расчете с использованием автомодельного решения. 
Для этого будем находить радиус протаивания из следующего уравнения:
где первый член — среднее значение температуры из распределения, получен-
ного с помощью автомодельного решения (рис. 1). Из рис. 1 видно, что распре-
деление температуры наиболее близко́ к постоянной при низких значениях 
коэффициента теплопередачи α. Поэтому при сравнении численного решения 
по методу энтальпий с использованием явной схемы и автомодельного решения 
будем использовать α = 1 (рис. 2).
Рис. 2. Радиус протаивания через 10 лет в зависимости 
от температуры потока в скважине
Из рис. 2 видно, что автомодельное решение и метод энтальпий с исполь-
зованием явной схемы дают похожие результаты радиуса протаивания, поэтому 
можно заключить, что этот метод позволяет решать радиальную задачу Стефа-
на с достаточно высокой точностью.
В табл. 1 представлены результаты расчетов радиуса протаивания различ-
ными методами, а также время этих расчетов. Видно, что все методы дают 
результаты близкие к тем, которые получены с использованием метода энталь-
пий, и, следовательно, достаточно точные. При этом наибольшая относительная 
погрешность (в среднем 1,6%) у квазистационарного подхода, который дает не-
сколько завышенные значения радиуса протаивания относительно метода 1 
(в среднем на 6,4 см). Наименьшее время расчета у метода 2 (в среднем 1,3 с); 
наибольшее — при использовании метода 1 (в среднем 500 с), так как для 
сходимости этого метода, в отличие от других, необходим малый шаг по вре-
мени.
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Таблица 1
Радиус протаивания, м время расчета, с
t, год Метод 1 Метод 2 Метод 3 Метод 4 Метод 1 Метод 2 Метод 3 Метод 4
1 1,97 1,97 1,97 2,01 68 0,7 1,0 0,6
2 2,69 2,7 2,7 2,74 182 0,9 1,4 1,2
3 3,23 3,24 3,24 3,29 249 1,0 1,6 1,7
4 3,68 3,68 3,68 3,74 351 1,1 1,8 2,6
5 4,07 4,07 4,07 4,13 360 1,2 2 2,8
6 4,41 4,42 4,42 4,48 429 1,3 2,1 3,3
7 4,73 4,74 4,74 4,80 583 1,4 2,2 3,4
8 5,02 5,03 5,03 5,10 852 1,5 2,3 4,1
9 5,30 5,30 5,3 5,37 928 1,6 2,4 5,6
10 5,55 5,56 5,56 5,63 994 1,7 2,5 5,8
На рис. 3 представлены результаты расчетов температуры грунта вокруг 
скважины различными методами. Видно, что все методы дают почти одинаковые 
распределения температуры. Однако метод ловли фронта в узел сетки с ис-
пользованием шеститочечной симметричной схемы дает распределение темпе-
ратуры, колеблющееся вблизи распределений, полученных методами 1 и 2; 
квазистационарный подход дает несколько заниженные значения температуры 
вблизи скважины и завышенные вблизи границы протаивания.
Рис. 3. Распределение температуры вблизи скважины, 
полученное в результате расчетов различными численными методами
Результаты:
1) Построено автомодельное решение радиальной задачи теплоотдачи от 
скважины конечного радиуса в окружающие многолетнемерзлые породы.
2) Сравнение автомодельного решения и результатов расчетов радиуса про-
таивания, полученного с использованием метода энтальпий, показало, что этот 
метод позволяет находить радиус протаивания с высокой точностью. Однако он 
требует значительно больше расчетного времени, чем другие методы.
3) Среди рассмотренных в статье методов наиболее предпочтительным для 
расчета радиуса протаивания и распределения температуры в окружающих 
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скважину мерзлых породах является метод ловли фронта в узел сетки с ис-
пользованием неявной схемы, который обладает высокой точностью и наиболь-
шей скоростью расчета.
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